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1. 复变函数
1.1. 复数与复数运算

1.1.1. 复数的基本概念

代数式

z = x + iy

三⻆式

z = ρ cosφ + i sinφ

指数式

z = ρeiφ

其中复数的模 ρ = |z| = √x2 + y2 ；幅⻆ φ = Argz

取

0 ≤ Argz ≤ 2π

称 argz 为 Argz 的主值，或 z 的主辐⻆。

φ = Argz = argz = 2kπ

共轭复数：点对实轴的映像

z∗ = x − iy

2. 9.2.2. 常点邻域上的级数解

3. 9.2.3. legendre ⽅程 ⾃然边界条件
1. 9.2.3.1. Legendre ⽅程的（Taylor）级数解
2. 9.2.3.2. 级数解在 $x=\pm 1$ 是否收敛

3. 9.2.3.3. 级数退为多项式

9.3. 正则奇点邻域上的级数解法
1. 9.3.1. 奇点邻域上的级数解

2. 9.3.2. 正则奇点邻域上的级数解



当 z = 0, 辐⻆⽆意义。
⽆限远点，辐⻆也⽆意义。

1.1.2. 运算

乘法：

除法：分⺟有理化

zz = z2

zz∗ = |z|2

⼀般 |z|2 ≠ z2 ，除⾮是⼀个实数

1.2. 复变函数

1.2.1. 定义

若在复数平⾯或球⾯上存在⼀个点集 E ，对于 E 的每⼀点（每⼀个z 值），有⼀定规律，有⼀
个或多个复数值 w 与之相对应，则称 w 为 z 的函数——复变函数，z 称为 w 的宗量，定义域为E

，记作

w = f(z), z ∈ E

1.2.2. 区域

邻域： 以复数 z0 为圆⼼，以任意⼩正实数ε 为半径作⼀个圆，则圆内所有点的集合称为 z0 的邻
域。

整数次幂

zn = ρn(einφ)

整数次根式

n√z = ρ
1
n ei

φ

n

由于复数 z 的辐⻆ φ 不能唯⼀确定（可以加减 2nπ），所以
1

1
3  有三个不同的根 ，1 = ei2nπ



1.2.3. 复变函数举例

⼀般地，复变函数归结为⼀对⼆元实变函数

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

有许多类似性质。

复变函数连续的充分必要条件：

lim
x→x0,

y→y0

u(x, y) = u(x0, y0)且 lim
x→x0,

y→y0

v(x, y) = v(x0, y0)

1.3. 导数
设 w = f(z) 是在区域 B 上定义的单值函数，若在 B 上的某点，存在极限

内点：

若z0 及其邻域均属于点集 E ，则称 z0 为该点集的内点。

外点：

若 z0 及其邻域均属于点集 E ，则称外点；
边界点（境界点）：若在 z0 的每个邻域内，既有属于 E 的，也有不属于E 的点，则称边界
点。

边界线：所有边界点构成的集合称为边界线。

区域： 满⾜ 1. 全部由内点组成； 2. 具有连通性（任意两内点总可以⽤折线连接，且折线上
的点都是内点）；

区域 B 是区间的⼆维化，闭区域 B̄：边界线上的点属于该区域 ；开区域：边界上的点不属
于该区域。

三⻆函数

sin z =
1

2i
(eix − e−ix)

cos z =
1

2
(eix + e−ix)

sinh z =
1

2
(ez − e−z)

cosh z =
1

2
(ez + e−z)

以及 eiz 均为周期函数。但是 sin z, cos z 的取值可以⼤于 1。

对数函数：是多值函数，且 z 可以⼩于 0

ln z = ln(|z|eiArgz) = ln |z| + iArgz

指数函数 zs = es ln z , s 为复数。



lim
Δz→0

Δw

Δz
= lim

Δz→0

f(z + Δz) − f(z)

Δz

且与 Δz 趋于 0 的⽅式⽆关，则称函数在 z 点可导，该极限称为函数 f(z) 在z 的导数。
实变函数的求导规则直接应⽤于复变函数。

1.3.1. 柯⻄黎曼条件

若 Δz 沿平⾏于实轴⽅向逼近原点：

若 Δz 沿平⾏于虚轴⽅向逼近原点：

若可导，有实部与虚部对应相等

柯⻄ - 黎曼条件 或 C - R 条件，是复变函数可导的必要条件。

可导的充要条件：函数 f(z) 的偏导数 ∂u
∂x

,
∂u
∂v

,
∂v
∂x

,
∂v
∂y

 存在且连续，且满⾜柯⻄ - 黎曼条件

1.4. 解析函数
解析：函数 f(z) 在点 z0 及其邻域上处处可导，则称 f(z) 在 z0 点解析。
解析函数：函数 f(z) 在区域 B 上处处解析，则称是 B 上的解析函数。
若函数解析，则函数可导。

lim
Δx→0

u(x + Δx, y) + iv(x + Δx, y) − u(x, y) − iv(x, y)

Δx

=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

lim
Δx→0

u(x, y + Δy) + iv(x, y + Δy) − u(x, y) − iv(x, y)

Δx

=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y

⎧⎪⎨⎪⎩ ∂u
∂x

=
∂v
∂y

∂v

∂x
= −

∂u

∂y

极坐标系下的 C - R 条件（作业）

∂u

∂ρ
=

1

ρ

∂v

∂φ
1

ρ

∂u

∂φ
= −

∂v

∂ρ

解析函数的性质：



1.5. 平⾯标量场*

1.6. 多值函数*
复变函数的单值分⽀⼀般不独⽴。例如 w = √z , 当 z 沿着闭合路径 l (l 包围 z) 绕⾏⼀周⽽回到
z0 ，Argz 增加了 2π , 进⼊了另⼀单值分⽀ w2 。
⽀点：对于多值函数 w = f(z) ，若 z 绕某点⼀周，函数值 w 不复原，⽽在该点各单值分⽀函数
值相同。若当 z 绕⽀点 n 周，w 复原，则称该点为 n − 1 阶⽀点。

1. 若函数 f(z) = u + iv 在 B 上解析，则

u(x, y) = C1, v(x, y) = C2

是 B 上的两组正交曲线族。
证明：⽤ C - R 条件得 ∇u ⋅ ∇v = 0，即 C1 与 C2 的梯度垂直，所以两曲线正交。（作
业1）2023-02-27

2. 若函数 f(z) = u + iv 在 B 上解析，则 u, v 均为 B 上的调和函数。 即满⾜⼆维的拉普
拉斯⽅程（调和⽅程）。易证

u, v 是同⼀个复变函数 f(z) 的实部和虚部，所以⼜称他们为共轭调和函数。

∇2u(x, y, z) = 0,

∇2v(x, y, z) = 0.

求全微分：已知虚部求实部或者反过来。

曲线积分法：第⼆类曲线积分，沿 x, y 轴积分；

凑全微分法：流体⼒学；

不定积分法：先对 x 积分求出 v，保留 φ(y) ，然后根据 ∂v
∂y

 求 φ(y)。

静电场：设 u(x, y) 是电势，v(x, y) 是电场强度通量密度，平⾯静电场的复势

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

流体的平⾯⽆旋运动：设 u(x, y) 为流量函数（流函数），v(x, y) 是速度势（势函数），那
么 f(z) 是流场的复势。

平⾯温度场

更重要的是针对具体的平⾯⻓找出适当的复势



黎曼⾯：

两个单值分⽀相互衔接，并且连续过渡，从⼀⽀到达另⼀⽀。

2. 复变函数的积分
2.1. 复变函数的积分

∫
l

f(z)dz = ∫
l

u(x, y) dx − v(x, y) dy + i{∫
l

v(x, y) dx + u(x, y) dy}

路径积分归结为两个实变函数的线积分，分别是路径积分的实部和虚部。

2.2. 柯⻄定理

积分不等式 1

|∫
l

f(z) dz| ≤ ∫
l

|f(z)|| dz|

积分不等式 2

|∫
l

f(z) dz| ≤ ML

L 是围道周⻓，M 是 |f(z)| 在 l 上的最⼤值。

单连通区域：在区域作任何简单的闭合围道，围道内的点都是属于该区域的点。

柯⻄定理：如果 f(z) 在 B̄ 上解析，则沿 B̄ 上任⼀分段光滑闭合曲线 l (也可以是 B̄ 的边界
线) ，有

∮
l

f(z) dz = 0.

证明很简单，只需⽤格林公式。

推⼴：在单连通区域 B 上解析，闭连通区域 B̄ 上连续，则柯⻄定理的结论依然成⽴。
意味着 f(z) 的积分与路径⽆关，只和起⽌点有关。



2.3. 不定积分
定理：如果函数 f(z) 在有界单连通区域 G 内解析，则 f(z) 的不定积分

F(z) = ∫
z0

z

f(ζ) dζ, z ∈ G

也在 G 内解析，并且

F ′(z) =
d

dz
∫

z

z0

f(ζ) dz, z ∈ G

也称 F(z) 是 f(z) 的⼀个原函数。对于给定的函数 f(z) ，其原函数并不唯⼀，差⼀个常数。证明
略。

还可以证明，⽜顿-莱布尼兹公式也会成⽴。
作业： P15 2. (8)(10) 3. (3)(4) 4. 思考和提⾼ 1

2023-03-06
例：计算积分

I = ∮
l

(z − α)n dz (n为整数)

复连通区域柯⻄定理：如果 f(z) 是闭复连通区域上的单值解析函数，则

∮
l

f(z) dz +
n

∑
i=1

∮
li

f(z) dz = 0

l 是区域外边界线，诸 li 为区域内边界线，积分均沿正向进⾏。
证明很简单，只需要作割线即可。视为⼀条边界线。

推论（变形定理）：对于某个闭单连通区域或闭复连通区域上解析的函数，若起⽌点不变，

则当积分路径连续变形（不跳过孔或者奇点）时，函数积分制不变。

若回路 l 不包含 α , 则被积函数在 l 所围区域上是解析的，按照柯⻄定理 = 0；

若回路包围 α :
1. n ≥ 0, 仍解析, = 0；



2.4. 柯⻄公式
柯⻄公式：若 f(z) 在闭单连通区域 B̄ 上解析，l 为 B̄ 的边界线，α 为 B̄ 内的任意⼀点，则

f(α) =
1

2πi
∮
l

f(z)

z − α
dz

证明是简单的。

2. n < 0, 由于积分与路径⽆关, 由变形定理, 把 l 变形为以点 α 为圆⼼，半径为 ε 的圆周
C . 在 C 上, z − α = εeiϕ ,

= {

综上

1
2πi

∮
l

dz
z − α

= {

1
2πi

∮
l

(z − α)n dz = 0 (n ≠ −1)

n ≠ −1, 永远⽆奇点, I = 0. n = −1, 分情况.

∮
l

(z − α)n dz = ∮
Cε

(z − α)n dz

= εn ∮ einφ d(α + εeiφ)

= iεn+1 ∫
2π

0

ei(n+1)φ dφ

0,n ≠ −1
2πi,n = −1

0,l不包围α

1,l包围α

∮
Cε

f(α) − f(z)

z − α
dz ≤ ∮

Cε

|
max(f(α) − f(z))

z − a
dz|

≤ max|f(a) − f(z)| ⋅ |∫
2π

0

εeiφ

εeiφ
idφ|

= 2π max|f(α) − f(z)|
(f(z)是连续的 lim

ε→0
Cε → α) = 0



3. 幂级数展开
解决未知函数的重要的⼯具。

复数项级数，收敛，柯⻄判据，绝对收敛，⼀致收敛

3.1. 复数项级数

意义：将解析函数在任何⼀内点 α 的值 f(α) ⽤沿边界线 l 的回路积分表示了出来。这是因
为解析函数在各点的值通过柯⻄-黎曼⽅程相互联系着。从物理上说，解析函数紧密联系于
平⾯标量场，⽽该场的边界条件决定着区域内部的场。

通常将 α → z, z → ζ

f(z) =
1

2πi
∮
l

f(ζ)

ζ − z
dζ

复连通区域柯⻄定理公式：将 l 解释成所有边界线，且⽅向取正向（左⼿定则）
推⼴到 l 外部包含⽆限远点的区域

f(z) =
1

2πi
∮
l−

f(ζ)

ζ − z
dζ + f(∞)

推论 1：⾼阶导数

f (n)(z) =
n!
2πi

∮
l

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

推论 2：模数原理（略）
推论 3：刘维尔定理（略）

定义 如果级数的部分和有极限 s, 即

lim
n→∞

sn = s,

那么称⽆穷级数收敛，极限 s 称为级数的和，如果 sn ⽆极限（极限不存在或等于⽆穷
⼤），那么称级数发散。

柯⻄收敛判据：

对于 ∀ε > 0 ，必有 N  存在，使得 n > N  时，

|
n+p

∑
k=n+1

wk| < ε

p 为任意正整数。
若级数各项的模组成的级数收敛，则级数绝对收敛，绝对收敛⼀定收敛。



3.2. 幂级数
∞

∑
k=0

ak(z − z0)k = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + ⋯

其中 z0, a0, a1, a2, ⋯ 都是复常数，称以 z0 为中⼼的幂级数。

设有两个绝对收敛的级数，和分别为 A,B ，那么逐项相乘后仍然收敛，⽽且和等于
A,B.

函数项复变级数 
∞

∑
k=0

wk(z) 收敛的充要条件：柯⻄判据中N(z) 是与 z 有关的。

如果 N  与 z ⽆关，称级数在 B 或 l 上⼀致收敛。

⼀致收敛的级数具有下列性质

1. 连续性
如果⼀致收敛的级数每⼀项都是连续的，则和函数是连续的。（可以逐项求极限）

2. 逐项求积分
3. 逐项求导数

Weierstrass 的 M 判别法（3.1 最后的定理）：

若 ∃N > 0, ∀K > 0, ∀z ∈ B, |uk(z)| < ak, 且 ak 与 z ⽆关，⽽ 
∞

∑
k=1

ak 收敛，则级数 
∞

∑
k=1

 在 B

内绝对且⼀致收敛。

正数项级数的⽐值判别法（达朗⻉尔判别法）

lim
k→∞

|
ak+1

ak
||z − z0| < 1

那么正数项级数收敛，则原级数绝对收敛。若 > 1 ，发散；若 = 1，不确定。

根值判别法

若

lim
k→∞

√|ak||z − z0|k < 1

则正数项级数收敛，原级数绝对收敛，若 > 1 ，发散；若 = 1，不确定。

收敛圆

以 z0 为圆⼼作半径为 R 的圆 CR。那么幂级数在圆的内部 绝对收敛 且⼀致收敛，在
圆外发散。圆的内部表示成 |z − z0| < R，称为幂级数的收敛圆，半径称为收敛半径

在圆上，级数的敛散性不确定。

R = lim
k→∞

|
ak

ak+1
|

= lim
k→∞

1
k√|ak|



3.3. 泰勒级数展开

例 1 求幂级数 
∞

∑
k=0

tk = 1 + t + t2 + t3 + ⋯ tk + ⋯ 的收敛圆，t 是由 z 决定的复数.

解：其收敛圆的内部为 |z| < 1 ，收敛半径 R = 1，和函数 Sk =
1

1 − t
(|t| < 1) 。其他幂函

数的研究可以借助该题结论

幂级数的和函数在收敛圆内部是解析函数，收敛圆内部⽆奇点。

幂级数在收敛圆内可以逐项求导任意多次，可以逐项积分，且不改变收敛半径。

泰勒级数 设 f(z) 在以 z0 为圆⼼，以 r 为半径的圆周 CR 以内，则对圆内的任意 z 点，f(z)

可以展开为幂级数

f(z) =
∞

∑
k=0

ak(z − z0)k

其中

ak =
1

2πi
∮
CR1

f(ζ)

(ζ − z0)k+1
dζ =

f (k)(z0)

k!

CR1  为圆 CR 内包含 z 且与 CR 同⼼的圆。
证明是简单的。借助⾼阶函数的柯⻄公式和⼏何级数的展开式。

泰勒展开是唯⼀的。

ez 在 z0 = 0 的邻域上

ez =
∞

∑
k=0

zk

k!
, z ∈全平⾯

sin(z) 在 z0 = 0 邻域上

sin(z) =
∞

∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1, z ∈全平⾯

cos(z) 在 z0 = 0 邻域上

cos(z) =
∞

∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k, z ∈全平⾯

az 在 z0 = 0

az =
∞

∑
k=0

ln(z)k

k!
zk, z ∈全平⾯

ln z 在 z0 = 1 的邻域上



3.4. 解析延拓*

3.5. 洛朗级数展开
适⽤范围：当研究的区域上存在函数奇点时，不再能将函数展开成泰勒级数，⽽需要在除去奇点

的环域（复连通区域）上展开。

ln z = n2πi +
∞

∑
k=1

(−1)k−1

k
(z − 1)k, |z − 1| < 1

n = 0 是 ln z 的主值。

f(z) = (1 + z)m 在 z0 = 0 的邻域上，m 不只是整数

（1 + z)m = 1m(1 +
m

1!
+

m(m − 1)

2!
+

m(m − 1)(m − 2)

3!
z3 + ⋯), |z| < 1

其中，1m = ein2π,n ∈ z. n = 0 即 1m = 1 的那⼀个称为 (1 + z)m 的主值。⾮整数的⼆项式
定理。

双边幂级数：含有正负幂项的幂级数

⋯ a−2(z − z0)−2 + a−1(z − z0)−1 + a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + ⋯

令 ζ = (z − z0)−1 ，化为

a−1ζ + a−2ζ
2 + ⋯ + a−kζ

k + ⋯

设该级数在收敛圆 |ζ| <
1
R2

 内部收敛，即在|z − z0| = R2 的外部收敛。

如果 R2 < R1 ，那么双边级数就在环域 R2 < |z − z0| < R1 （收敛环）内绝对收敛且
⼀致收敛，其和为⼀解析函数。

如果 R2 > R1 ，则级数处处发散。

定理 Laurent Series 设 f(z) 在环域 R2 < |z − z0| < R1 的内部单值解析，则内部任⼀点 z
，f(z) 可展开为幂级数

f(z) =
∞

∑
k=−∞

ak(z − z0)k.

其中

ak =
1

2πi
∮
C

f(ζ)

(ζ − z0)k+1
dζ,

C 为位于环域内按逆时针⽅向绕内圆⼀周的任⼀闭合曲线。
点 z0 未必是函数 f(z) 的奇点。



尽管 Laurent Series 中的系数与 Taylor Series 中的 ak 表达式相同，但是这⾥

ak ≠
f (k)(z0)

k!
 . 没奇点就不存在洛朗级数，或者说洛朗级数退化为泰勒级数。

例 1 在 z = 1的邻域和 1 < |z| < ∞ 展 f(z) =
1

z2 − 1
为 Laurent Series.

解：当 1 < |z| < ∞ ，令展开中⼼为 z0 = 0，

1

z2 − 1
=

1

z2

1

1 −
1

z2

=
1

z2

∞

∑
k=0

(
1

z2
)k =

1

z2
+

1

z4
+

1

z6
+ ⋯

在 z = 1 的邻域上,

1

z2 − 1
=

1

(z + 1)(z − 1)
=

1

2
(

1

z − 1
−

1

z + 1
)

⽽

1

z + 1
=

1

2

1

1 +
z − 1

2

=
1

2

∞

∑
k

(−
z − 1

2
)k (|

z − 1

2
| < 1)

所以

f(z) =
1

2

1

z − 1
−

1

4

∞

∑
k=0

(−1)k

2k
(z − 1)k (0 < |z − 1| < 2)

只有⼀个负幂次项。

例 2 在 z0 = 0 的邻域上展开 f(z) =
1

1 − 3z + 2z2
.

解：展开中⼼ z0 = 0 不是 f(z) 的奇点。

f(z) =
1

1 − z

1
1 − 2z

= −
1

1 − z
+

2
1 − 2z

= ∑
k=0

(2k+1 − 1)zk

收敛域 |z| <
1

2
 ，这个区域是单通区域，收敛域不包含奇点，所以这是⼀个 Taylor 级数。

两种⽅法，加法，乘法。

例 3 在 z0 = 0 的邻域上展开 f(z) =
1

(1 − z)2
.

解：

1

1 − z
=

∞

∑
k=0

zk, |z| < 1



例 4 在 z = 0 的邻域上展开 sin z

z
解：

f(z) =
sin z

z
=

1

z
sin z =

1

z

∞

∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1 =

∞

∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k, 0 < |z| < ∞

⽆负幂次项，是泰勒级数
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3.6. 孤⽴奇点的分类

左右两边对 z 求导

Taylor 级数

(
1

1 − z
)′ = (

∞

∑
k=0

zk)

′

即
1

(1 − z)2
=

∞

∑
k=0

kzk−1 =
∞

∑
k=−1

(k + 1)zk, |z| < 1

洛朗级数不⼀定有负幂项，有负幂项⼀定是洛朗级数。

在复连通区域上展开的⼀定是洛朗级数。

例 5 在 z0 = 0 的邻域上将 e1/z 展开
利⽤ ez 的表达式，将 z 全换成 1/z 即得

e
1
z =

∞

∑
k=0

1

k!
z−k =

0

∑
=−∞

zk

(−k)!
, (|z| > 0)

出现⽆限多负幂项，洛朗级数。

孤⽴奇点：函数只在展开中⼼ z0 处不可导，在 z0 的邻域可导。
级数中(z − z0)−1 项的系数 a−1 称为留数（残数）。
正幂项：解析部分；负幂项：主要部分（⽆限部分）

- 可去奇点：没有负幂项，且函数在 z0 处的极限存在，总可以定义函数在该点的极限

lim
z→z0

f(z) = a0

作为该函数的补充值。可去奇点⼀般不被当做奇点。例 4
- 极点：有限多个负幂项，且函数在 z0 处的极限是⽆穷⼤

lim
z→z0

f(z) = ∞,



4. 留数定理
4.1. 留数定理

设有界区域 G 的 边界 l 为分段光滑的简单闭合曲线，如除去有限个孤⽴奇点 bk, k = 1, 2, 3, ⋯ ,n

外函数 f(z) 在 G 内单值解析、在 Ḡ 中连续并且 f(z) 在边界 l 上连续，则沿区域 G 边界正向的
积分

∮
l

f(z) dz = 2πi
n

∑
k=1

Resf(bk)

证明略。

最⾼负幂次称为极点的阶。⼀阶极点⼜称为单极点。例1
- 本性奇点：⽆限多个负幂项，且函数在 z0 处的极限不存在（与 z 靠近 z0 的⽅式有关）
例 5
⽆穷远点的留数：推⼴⾄⽆限远点为孤⽴奇点的情况，完全相反。其留数定义为 −a−1

计算留数

单极点 z0

f(z) =
a−1

z − z0
+ a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + ⋯ .

那么

Resf(z0) = a−1 = lim
z→z0

[(z − z0)f(z)] =⾮零有限值

如果该极限是⾮零有限值，那么留数存在。否则单极点的留数不存在。

若 f(z) = P(z)/Q(z)，P(z) 和 Q(z) 都在 z0 点解析， z0 是 Q(z) 的⼀阶零点。
P(z0) ≠ 0 ，从⽽ z0 是 f(z) 的⼀阶极点，则

Resf(z0) = lim
z→z0

(z − z0)
P(z)

Q(z)
=

P(z0)

Q′(z0)



m 阶极点
判别 z0 是否是 m 阶极点

lim
z→z0

[ (z − z0)mf(z)
全平⾯解析,TaylorSeries

] =⾮零有限值(不是留数)

由泰勒级数，计算式为

Resf(z0) =
1

(m − 1)!
{

dm−1

dzm−1
[(z − z0)mf(z)]}

z=z0

–

本性奇点

只能将 f(z) 展开为洛朗级数，得到 a−1 .

例 1 f(z) =
1

zn − 1
 在 z0 = 1 的留数。

解：

f(z) =
1

zn − 1
=

1

(z − 1)(zn−1 + zn−2 + ⋯ + z + 1)

z0 = 1 是分⺟的⼀阶零点，所以是单极点。

或者

Resf(1) = lim
z→1

[
1

(zn − 1)′
] = lim

z→1

1

nzn−1
=

1

n
.

Resf(1) = lim
z→1

[(z − 1)
1

(z − 1)(zn−1 + zn−2 + ⋯ + z + 1)
]

= lim
z→1

1

zn−1 + zn−2 + ⋯ + z + 1

=
1
n

.

例 2 f(z) =
1

sin(z)
 的留数。

lim
z→nπ

1

sin(z)
= ∞

所以 z0 = nπ 是极点。但是不清楚是⼏阶极点。为此，考察

lim
z→nπ

(z − nπ)m
1

sin z
= lim

z→nπ

m(z − nπ)m−1

cos z
= {

所以，z0 = nπ 只可能是单极点。

lim
z→nπ

1

(sin z)′
= (

1

cos z
)z=nπ = (−1)n

0,m > 1
(−1)n,m = 1



例 4 计算

I = ∮
|z|=1

dz
1

εz2 + 2z + ε
(0 < z < 1)

解 求得分⺟的零点，即为极点。剔除在回路内的极点，然后计算函数的留数，即为积分值。

4.2. 留数定理计算实变函数定积分

例 3 f(z) =
z + 2i

(z5 + 4z3)
的留数

f(z) 的奇点就是分⺟的零点。

类型 I 有理函数的三⻆积分

∫
2π

0
R(cosx, sinx) dx

被积函数是三⻆函数的有理式；积分区间 [0, 2π]，作代换

化为

I = ∮
|z|=1

R(
z + z−1

2
,
z − z−1

2
)

dz

iz

例⼦略

z = eix

cosx =
1

2
(z + z−1)

sinx =
1

2i
(z − z−1)

dx =
1
iz

dz

类型 II ⽆穷积分

∫
∞

−∞
f(x) dx

复变函数f(z) 在实轴上没有奇点，在上半平⾯除有限个孤⽴奇点外是解析的；当 z 在上半平
⾯和实轴上 → ∞ 时，zf(z) ⼀致地 → 0

如果 f(x) =
φ(x)

ψ(x)
，φ(x) ⽆零点，且 ψ(x) 的次数⾄少⾼于 φ(x) 两次。化为

∫
+∞

−∞
f(x) dx = 2πi∑

k

Res(上半平⾯)



类型 III

∫
∞

0
F(x) cosmxdx,∫

∞

0
G(x) sinmxdx

F(z) 是偶函数，G(z) 是奇函数，在实轴上⽆奇点，在上半平⾯除有限个孤⽴奇点外是解析
的；当 z 在上半平⾯或实轴上 → ∞ 时，F(z),G(z) ⼀致地 → 0 .

∫
∞

0
F(x) cosmxdx = πi{F(z)eimz在上半平⾯所有奇点的留数之和}

∫
∞

0

G(x) sinmxdx = π{G(z)eimz在上半平⾯所有奇点的留数之和}

Jordan 引理 若 m > 0, CR 是以原点为圆⼼⽽位于上半平⾯的半圆周，⼜设当 z 在上半平⾯
及实轴上 → ∞ 时 F(z) ⼀致地 → 0 , 则

lim
R→∞

∫
CR

F(z)eimz dz = 0

如果 m < 0 , CR 改为 C ′
R , 后者是前者对实轴的映像。

补充引理 设函数 Q(z) 只有有限个奇点, 且在下半平⾯的范围内, 当 |z| → ∞ 时⼀致 → 0 , 则

lim
R→∞

∫
CR

Q(z)e−ipz dz = 2πi × ∑
全平⾯

Res{Q(z)e−ipz}

= −2πi × Res{Q(z)e−ipz}
z=∞

,

例 计算积分

∫
∞

−∞

sinx

x
dx

解：

积分路径（实轴）上有奇点

(⼩圆弧引理) 如果函数 f(z) 在 z = a 点的空⼼邻域内连续, 并且在 θ1 ⩽ arg(z − a) ⩽ θ2

中, 当 |z − a| → 0 时, (z − a)f(z) ⼀致地趋近于 k, 则

lim
δ→0
∫
Cδ

f(z)dz = ik (θ2 − θ1)

其中 Cδ 是以 z = a 为圆⼼、 δ 为半径、张⻆为 θ2 − θ1 的圆弧,
|z − a| = δ, θ1 ⩽ arg(z − a) ⩽ θ2,
(⼤圆弧引理) 设 f(z) 在 ∞ 点的邻域内连续, 在 θ1 ⩽ arg z ⩽ θ2 中, 当 |z| → ∞ 时,
zf(z) （这就是单极点的求法）⼀致地趋近于 K, 则

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = iK (θ2 − θ1),



5. 傅⾥叶变换
5.1. 傅⾥叶级数

其中 CR 是以原点为⼼、 R 为半径、张⻆为 θ2 − θ1 的圆弧, |z| = R, θ1 ⩽ arg z ⩽ θ2.

就复变积分⽽⾔，在积分路

径上可以有奇点，但这种奇点⼀般说来只能是⼀阶极点。如果是⼆阶或⼆阶以上的极

点，或是本性奇点，沿⼩圆弧的积分极限值就可能不存在。

重要结果（Γ 函数）

∫
∞

0

xα−1

1 + x
 dx =

π

sinπα

傅⾥叶级数

f(x) =
a0

2
+

∞

∑
k=0

(ak cos
kπx

l
+ bk sin

kπx

l
)

其中

ak =
1

l
∫

l

−l

f(x) cos
kπx

l
dx

bk =
1

l
∫

l

−l

f(x) sin
kπx

l
dx

复数形式的傅⾥叶级数

f(x) =
∞

∑
k=−∞

cke
ikπx/l

其中

ck =
1

2l
∫

l

−l

f(x)eikπx/l dx

狄利克雷定理

若函数 f(x) 满⾜



5.2. 傅⾥叶积分与傅⾥叶变换
5.2.1. 实数形式的傅⾥叶变换

傅⾥叶积分：

f(x) = ∫
∞

0

A(ω) cosωxdω + ∫
∞

0

B(ω) sinωxdω

其中，频谱关系（傅⾥叶变换）

f(x) 必须满⾜傅⾥叶积分定理：在任意区间均满⾜狄利克雷条件，且函数在全空间上绝对可积
（⽆穷积分收敛），那么

傅⾥叶积分值 =

5.2.2. 复数形式的傅⾥叶积分

其中

处处连续，或在每个周期中只有有限个第⼀类间断点；

在每个周期中只有有限个极值点，

则级数收敛，且

傅⾥叶级数和 =
⎧
⎨⎩

f(x) ,x是连续点
1

2
(f(x+) + f(x−)) ,x是间断点

傅⾥叶级数中的三⻆函数族具有完备性、正交性。

奇函数，只有 sin kx 项；
偶函数，只有 cos kx 项。

⎧⎪⎨⎪⎩A(ω) =
1
π
∫

∞

−∞

f(x) cosωxdx

B(ω) =
1

π
∫

∞

−∞
f(x) sinωxdx

⎧
⎨⎩

f(x) ,x是连续点
1

2
(f(x+) + f(x−)) ,x是间断点

奇函数，只有 sinωx 项；
偶函数，只有 cosωx 项。

原函数 : f(x) = ∫
∞

−∞
F(ω)eiωx dω

像函数 : F(ω) =
1

2π
∫

∞

−∞
f(x)[eiωx]∗ dx



F(ω) =

表达为

F(ω) = F [f(x)], f(x) = F
−1[F(ω)]

例 求矩形函数 f(t) = h rect(
t

2T
) 复数形式的傅⾥叶变换

⼴谱性

其中引⼊了sinc 函数

sincx =
sinπx

πx

5.2.3. 傅⾥叶变换的基本性质

这些性质可以⽤来解微分⽅程

⎧⎪⎨⎪⎩ 1
2

[A(ω) − iB(ω)],ω ≥ 0

1

2
[A(|ω|) + iB(|ω|)],ω < 0

F [hrect(
t

2T
)] =

1

2π
∫

∞

−∞
hrect(

t

2T
)e−iωt dt

=
h

2π
∫

T

−T

e−iωt dt = −
h

2πiω
e−iωt

T

−T

=
h

π

sinωT

ω

=
hT

π
sinc(

T

πω
) ∣1. 导数定理

F [f ′(x)] = iωF(ω). 

2. 积分定理



5.2.4. 多重傅⾥叶积分

引⼊ r = i1x + i2y + i3z, k = i1k1 + i2k2 + i3k3，三维傅⾥叶变换是

5.3. δ 函数

δ(x) = {

⼴义函数理论，应在积分运算下理解

∫
b

a

δ(x) dx = {

δ(x − x0) 在 x = x0 处是⽆穷⼤，但曲线下的⾯积是有限值 1

F [∫
(x)

f(ξ)dξ] =
1

iω
F(ω). 

3. 相似性定理

F [f(ax)] =
1

a
F(

ω

a
)

4. 延迟定理

F [f (x − x0)] = e−iωx0F(ω)

5. 位移定理

F [eiω0xf(x)] = f (ω − ω0). 

6. 卷积定理
若

F [f1(x)] = F1(ω), F [f2(x)] = F2(ω),

则

F [f1(x) ∗ f2(x)] = 2πF1(ω)F2(ω)

f(r) = ∭
∞

−∞
F(k)eik⋅rdk,

F(k) =
1

(2π)3
∭

∞

−∞
f(r)[eik⋅r]

∗
 dr.

0, x ≠ 0
∞, x = 0

0, ab > 0
1, a < 0 < b

性质

1. 是奇函数，导数是偶函数



6. 拉普拉斯变换
6.1. 拉普拉斯变换

2. 阶跃函数

H(x) = ∫
x

−∞

δ(t) dt = {

或者

δ(x) =
dH(x)

dx

0,x < 0
1,x > 0

3. 挑选性：定义在 (−∞, +∞) 上的连续函数 f(τ) ,

∫
∞

−∞
f(τ)δ(τ − t0) dτ = f(t0)

4. 如果 φ(x) = 0 的实根 xk(k = 1, 2, 3, ⋯) 全是单根，则

δ[φ(x)] = ∑
k

δ(x − xk)

|φ′(xk)|

δ(ax) =
δ(x)

|a|
,

δ(x2 − a2) =
δ(x + a) + δ(x − a)

2|a|
=

δ(x + a) + δ(x − a)

2|x|

δ 函数的函数序列定义式

三种定义式，其⽆穷积分均为 1.

δ(x) = lim
l→0

1

l
rect(

x

l
)

δ(x) = lim
K→∞

1
π

sinKx

x

δ(x) = lim
ε→0

1

π

ε

ε2 + x2

δ 函数的傅⾥叶变换

C(ω) =
1

2π

δ 函数的傅⾥叶积分

δ(x) =
1

2π
∫

∞

−∞

eiωx dx



6.1.1. 定义

Laplace 变换

f̄(p) = ∫
∞

0
f(t)e−pt dt

e−pt 称为变换核。f(t) 是原函数，f̄(p) 是像函数。

满⾜两个条件

- f(t) 在区间 [0, ∞) 上除了第⼀类间断点外都是连续的，且有连续的导数，在任何有限区间
内，间断点数⽬有限。

- f(t) 的增⻓指数有限，即存在 M > 0，t0 > 0,σ ≥ 0，有

|f(t)| < Meσt

⽽ σ 的下界称为收敛横标，⽤ σ0 表示。
例 1 求 L [1] .
解

L [1] = ∫
∞

0
e−pt dt = −

1

p
e−pt

∞

0
=

1

p
, Rp > 0或σ > 0.

例 2 求 L [t].
解

L [t] =
1

p2
, Rp > 0

同理

例 3 求 L [est].
解

L [est] =
1

p − s
, Rp > Rs∣衍⽣结论

L [tn] =
n!

pn+1

L [test] =
1

(p − s)2

L [tnest] =
n!

(p − s)n+1

导数运算

若 L [f(t)] = f̄(p)，那么

d



6.1.2. 基本性质

L [tnf(t)] = (−1)n
dn

dpn
f̄(p)

1. 解析
f̄(p) 是在 Rp = σ > σ0 的半平⾯上的解析函数。

2. 满⾜极限为0

lim
Rp→+∞

f̄(p) = 0

且当 Rp = σ > σ0 时，

lim
Ip→±∞

f̄(p) = 0

⼏个重要性质

3. 线性定理
4. 导数定理

L [f ′(t)] = pf̄(p) − f(0).

5. 积分定理

L [ψ(t)] = p ∫
t

0

ψ(τ) dτ

6. 相似性定理（以下与傅⾥叶变换类似）

L [f(at)] =
1

a
f̄(

p

a
)

7. 位移定理

L [f(t)e−λt] = f̄(p + λ)

8. 延迟定理

L [f(t − t0)] = e−pt0 f̄(p)

9. 卷积定理

L [f1(t) ∗ f2(t)] = f̄1(p)f̄2(p)

证明是简单的，只需要交换积分次序，然后积分代换即可。

例 6

ω



6.2. Laplace 变换的反演

6.3. 应⽤

7. 数学物理定解问题
数学物理⽅程：以数学⽅程表达的物理问题，通常表现为偏微分⽅程，例如随空间坐标 →r(x, y, z)

和时间坐标 t 变化的物理量——场。例如 →E(→r, t), →B(→r, t), ρ(→r, t).
这些物理量的分布和演化规律是由物理规律解决：普遍性亦即共性。

同⼀类物理现象中，各个问题⼜各有其特殊性即个性，物理规律不反应个性。

数学物理⽅程，作为描述同⼀类物理现象的共性，跟具体条件⽆关，称为泛定⽅程：抽除其特定

物理特征，⽽讨论数学上具有典型性的⽅程

边界条件：考虑研究对象处在怎样特定的环境之中。

初始条件：研究对象的特定历史，即它在早先某个所谓“初始”时刻的状态
⼆者合称定解条件。定解条件：需要⼤量观测和实验结果确定。

定解条件+泛定⽅程=定解问题

7.1. 数学物理⽅程的导出
7.1.1. 均匀弦的微⼩横振动

7.1.1.1. 波动⽅程（双曲型⽅程）

均匀：线质量密度 ρ ⼀致
弦：⼀维

微⼩：振动幅度 << 弦⻓
横：与弦⽅向垂直

研究内容：各点的位移随时间 t 的变化

L [sinωt] =
ω

p2 + ω2

同理

L [cosωt] =
p

p2 + ω2

1. 有理分式反演法

2. 查表
3. 黎曼-梅林反演公式

例 1 求解 RL 电路的电流 j(t).
例 2 求解初级电路和次级电路的电流。



绷紧的弦：具有张⼒（弹性⼒），设原位置为 x 轴，弦上各点的横向位移为 u(x, t) ，弦的横向
加速度

细分为极⼩的⼩段 dm = ρdx，B 只受到邻段 A,C 的拉⼒ T1 和 T2 ，没有纵向运动，所以作⽤
于 B 的纵向合⼒为 0.
近似：忽略弦⻓的变化， u << l ；忽略重⼒。

⾃由振动弦⽅程

∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
= 0

其中，a = √T/ρ .
受迫振动弦⽅程

∂ 2u

∂t2
− a2 ∂ 2u

∂x2
=

f

ρ

其中 f/ρ 是单位质量受的外⼒.
杆的纵振动⽅程，与弦的横振动⽅程⼀致

三维波动⽅程

∂ 2u

∂t2
− a2∇2u = 0

其中 a 是振动传播速率。
例如电磁波⽅程

其中 a2 =
1

μ0ε0
= c2 ， c 是光速。

∂ 2E

∂t2
− a2∇2E = 0,

∂ 2H

∂t2
− a2∇2H = 0.



7.1.1.2. 输运⽅程（抛物型⽅程）

7.1.1.3. 稳定场⽅程（椭圆型⽅程）

总结

⾃由振动的弦⽅程、受迫振动的弦⽅程、传输线⽅程（⼀维），

薄膜微⼩横振动⽅程（⼆维），

流体⼒学与声学⽅程、电磁波⽅程（三维）。

扩散⽅程

∂u
∂t

− a2∇2u = f(x, y, z, t)

其中 a2 =
1

D
，称为扩散率，f(x, y, z, t) 则是单位时间内在单位体积中该种分⼦的产率. 设

浓度 u 在空间中的分布和在时间中的变化 u(→r, t)，扩散定律

→q = −D∇u

其中，→q 是扩散流强度（流量），D 是扩散系数。
热传导⽅程

∂u
∂t

− a2∇2u = f(x, y, z, t)

u(x, y, z, t) 是温度，a2 =
k

cρ
 ，k 是热传导系数，c 是⽐热 J/(kg ⋅ K)，ρ 是密度， f 是产热

率。

稳定浓度分布，稳定温度分布，均满⾜ Possion ⽅程或Laplace ⽅程。（略）
静电场的 Possion ⽅程

∇2φ = −
ρ

ε0

其中 φ 是静电势，ρ 是电荷体密度，ε0 是（真空）介电常数。若⽆源 ρ = 0，则退化为

Laplace ⽅程（调和⽅程）

∇2φ = 0

恒定电流场的 Possion ⽅程
与静电场类似（略）

Helmholtz ⽅程
如果 u 随着时间周期性变化， u(x, y, z, t) = v(x, y, z)e−iωt，则 v 满⾜

∇2v + k2v = 0



7.2. 定解条件
7.2.1. 初始条件

7.2.2. 边界条件

⽤ Σ 表示边界，M 代表区域边界上的变点，H 常数，f 已知，

其中 k =
ω

a
 称为波数。

不可压缩流体⽆旋流动，速度势满⾜的 Possion ⽅程和 Laplace ⽅程，设速度势 →v = −∇φ .

1. 输运⽅程

u(x, y, z, t = 0) = φ(x, y, z)

2. 波动⽅程
初始位移

u(x, y, z, t = 0) = φ(x, y, z)

和初始速度

∂u(x, y, z, t = 0)

∂t
= ψ(x, y, z)

3. 稳定场分布: 不需要初始条件

1. 第⼀类边界条件(Dirichlet 条件): 给定边界上 u 的数值

u(→r, t)
Σ

= f(M, t)

例: 两端固定的弦的振动. ∣



7.3. 数学物理⽅程的分类

7.3.1. 线性⼆阶偏微分⽅程

阶: 包含在偏微分⽅程中未知量导数的最⾼阶。
⻬次性: 有源(外⼒、热源、电荷)的⽅程是⾮⻬次的，⽆源的是⻬次的。
线性: 如果偏微分⽅程中未知量的偏导数都是以⼀次⽅形式出现的，不含偏导数的乘积及未知函
数的乘积形式。那么⽅程称为线性⽅程，否则是⾮⻬次⽅程。

对于线性⽅程，满⾜线性叠加原理：若泛定⽅程和定解条件都是线性的，那么可以把定解问题看

成是⼏个部分的线性叠加，只要这些部分的⽅程及条件的同样的线性叠加是原来的⽅程及条件即

可。

7.3.2. 两变量偏微分⽅程的分类

设⽅程⼀般形式

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + b1ux + b2uy + cu + f = 0

作代换

u(x = 0, t) = 0,
u(x = l, t) = 0.

2. 第⼆类边界条件(Neumman 条件): 给定 u 在边界外法线上的⽅向导数的数值

∂u
∂n Σ

= f(M, t)∣3. 第三类边界条件(混合边界条件): 给定 u 和(外)法向导数的线性组合在边界上的数值

(u + H
∂u

∂n
)

Σ
= f(M, t)

例: 细杆⾃由冷却问题，遵循 Newton 冷却定律，即当物体表⾯与周围存在温度差时，单位
时间从单位⾯积散失的热量与温度差成正⽐，⽐例系数称为热传递系数.∣4. ⽆穷远条件: 未知函数在⽆穷远点的极限⾏为

5. 有界条件: 平⾯极坐标系、柱坐标 系或球坐标系时，偏微商 
∂u

∂r
 在坐标原点失去意义，因⽽

需要针对具体情况，在坐标原点补充上有界条件或其他条件.

6. 衔接条件(连接条件): 在区域内部物理性质发⽣突变，认为微分⽅程在跃变点不成⽴.
例: 静电场的衔接条件

φ1
Σ

= φ2
Σ

,

ε1
∂u1

∂n Σ
= ε2

∂u2

∂n Σ
.∣ ∣∣ ∣



{

即

{

得到

A11uξξ + 2A12uξη + A22uηη + B1uξ + B2uη + Cu + F = 0

如果取⼀阶偏微分⽅程

a11z
2
x

7.4. d'Alembert 公式 定解问题

7.4.1. d'Alembert 公式

对⼀维波动⽅程

(
∂ 2

∂t2
− a2 ∂ 2

∂x2
) = 0

即

(
∂

∂t
+

∂

∂x
)(

∂

∂t
−

∂

∂x
)u = 0

7.4.2. 端点的反射

x = x(ξ, η),
y = y(ξ, η).

ξ = ξ(x, y),
η = η(x, y).

变量代换（略），得到通解

u = f1(x + at) + f2(x − at)

这通解的物理意义：

f1(x − at) 代表速度 a 沿着 x 正⽅向移动的⾏波；
f2(x + at) 以 v = a 沿着负⽅向移动的⾏波。

利⽤定解条件定出 f1, f2

假定⽆限⻓，即不存在边界条件，

设初始条件

u(t = 0) = φ(x),u(t) = ψ(x),x ∈ (−∞, +∞)

d'Alembert 公式

u(x, t) =
1

2
[φ(x + at) − φ(x − at)] +

1

2a
∫

x+at

x−at

ψ(ξ) dξ



半⽆限⻓弦振动，会有半波损失，即固定端点处的反射波相位相差 π .
定解问题描述成当 x > 0,

进⾏奇延拓，扩展到 −∞ < x < ∞ .
那么当 x ⩾ 0，设

φ(x) = Φ(x),ψ(x) = Ψ(x)

由 u(x = 0, t) = 0,得到

1

2
(Φ(at) + Φ(−at)) +

1

2a
(∫

at

−at

Ψ(ξ) dξ) = 0

不妨取

那么相当于作奇延拓，

端点的影响表现为反射波，反射波相位与⼊射波相反，所以出现半波损失。解略

⎧⎪⎨⎪⎩utt − a2uxx = 0,
u(t = 0) = φ(x),
ut(t = 0) = ψ(x),
u(x = 0, t) = 0.

⎧⎪⎨⎪⎩Φ(at) = −Φ(−at),

∫
at

−at

Ψ(ξ) dξ = 0或Ψ(ξ) = −Ψ(−ξ)



7.4.3. 定解问题是⼀个整体

必须同时考虑泛定⽅程和定解条件，以进⾏求解。

7.4.4. 定解问题的适定性

可以证明，波动⽅程、输运⽅程、稳定场⽅程分布的定解问题是适定的。

适定问题 1. 有解，2. 解唯⼀，3. 解稳定.
绝对值不等式

||a| − |b|| ≤ |a ± b| ≤ |a| + |b|

8. 分离变数法
适⽤于⼤量的各种定解问题，只限于本征函数为三⻆函数。

8.1. ⻬次⽅程的分离变数法

8.1.1. 分离变数法

separation of variations ，或驻波法
两端固定的均匀弦的振动。

u(x, t) = X(x)T (t)

代⼊边界条件和⽅程中，得

因此原来的问题分离为了两个问题，空间⽅程

{

和时间⽅程

T ′′ + λa2T = 0

对于空间⽅程, λ ⩽ 0 均没有实际意义。所以 λ 只能⼤于零，此时⽅程解为

半⽆限⻓杆纵振动，端点⾃由，⽆半波损失.

⎧⎪⎨⎪⎩utt − a2uxx = 0,
u(t = 0) = φ(x),ut(t = 0) = ψ(x),
u(x = 0, t) = 0,u(x = l) = 0.

XT ′′ − a2X ′′T = 0

⇒
T ′′

a2T
=

X ′′

X
= −λ

X ′′ + λX = 0,
X(0) = 0,X(l) = 0.



X(x) = C1 cos(√λx) + C2 sin(√λx).

积分常数由条件确定

只能是

所以，时间⽅程

X(x) = C2 sin
nπx

l
,

对于时间⽅程，

T ′′ +
n2π2a2

l2
T = 0

解为

T (t) = A cos
nπa

l
t + B sin

nπa

l
t.

原⽅程是线性⻬次⽅程，本征振动的线性叠加是⽅程的解，

un(x, t) =
∞

∑
n=1

(An cos
nπa

l
t + Bn sin

nπa

l
t) sin

nπx

l

代⼊边界条件可以求得系数具体表达式。

C1 = 0,

C2 sin(√λl) = 0.

sin(√λx) = 0

⇒√λl = nπ

⇒λ =
n2π2

l2
,n ∈ Z

总结: 对⻬次⽅程和⻬次边界条件，设⾮零解为乘积形式 → 偏微分⽅程转化为常微分⽅程
→ 在边界条件下解常微分⽅程得到本征值，本征解 → 第⼆个变数⽅程求解 → 结合初始条
件定出系数.
例 1 棒的⾃由纵振动，第⼆类⻬次

其本征函数

X(x) = C1 cos
nπx

l
,n = 0, 1, 2, ⋯

⼀般解

⎧⎪⎨⎪⎩utt − a2uxx = 0,
ux(x = 0) = 0,ux(x = l) = 0,
u(t = 0) = φ(x),ut(t = 0) = ψ(x)



8.2. ⾮⻬次振动⽅程和输运⽅程

8.2.1. 傅⾥叶级数法

傅⾥叶级数法：如存在其次边界条件，意味着决定了解中包含的某种本征函数/值 X(n) ，由此不
妨设

u(x, t) = ∑
n

Tn(t)Xn(x)

u = A0 + B0t +
∞

∑
n=1

(An cos
nπat

l
+ Bn sin

nπat

l
) cos

nπx

l

例 2 细杆导热问题
⻬次边界条件是强限定条件，给出本征值、本征函数。

在 x = 0 作奇延拓，和在 x = l 作偶延拓

l 2l

周期为 4l

u

l
x =

∞

∑
k=0

φk sin
2k + 1

2l
, 0 < x < 2l

所以

φk(x) =
2

2l
∫

2l

0
φ(x) sin

kπx

2l
dx

但是

φ(x) = φ(2l − x)

所以

sin
kπ(2l − x)

2l
=

所以 (l, 2l) 上和 (l, 2l) 上的偶数次项⼀⼀相消，只需要计算 2 倍的 (0, l) 的奇数次的积分

φn =
2
2l

⋅ 2 ⋅ ∫
l

0

φ(x) sin
(2n + 1)πx

2l
dx

这样 Cn = φn，即求得⼀般解系数。

⎧⎪⎨⎪⎩ − sin
2nπx

2l
, k = 2n,

sin
2nπx

2l
, k = 2n + 1.



⽽ Xn(x) ⼀般是正弦（余弦）函数谱，如果视 Tn(t) 为奇数系数，那么 u(x, t) 是以傅⾥叶级数形
式表达的⼀个解，将此解代⼊⽅程和条件，如果 Tn(t) 可确定，则解可以确定。

例 1
定解问题

解: 满⾜边界条件的本征函数是 cos
nπx

l
，可以写出解

u(x, t) =
∞

∑
n=0

Tn(t) cos
nπx

l

代⼊⾮⻬次泛定⽅程，得

这组⽅程的解是

常数变易法，设特解 T1s = C sin(ωt) ，代⼊可得

T1s =
A

π2A2

l2
− ω2

sin(ωt)

于是⼀般解为

A0 + B0t +
A

π2A2

l2 − ω2
sinωt cos

πx

l
+

n

∑
n=1

(An cos
nπat

l
+ Bn sin

nπat

l
) cos

nπx

l

由初始条件

⎧⎪⎨⎪⎩utt − a2uxx = A cos
πx

l
sinωt,

ux(x = 0) = 0,ux(x = l) = 0,
u(t = 0) = φ(x),ut(t = 0) = ψ(x)

T ′′
n +

n2π2a2

l2
Tn = 0,n ≠ 1

T
′′
1 +

n2π2a2

l2
T1 = A sinωt

T ′′
0 = 0 → T0 = A0 + B0t,

Tn = An sin
nπat

l
+ Bn cos

nπat

l
,

T1 = A1 cos
πat

l
+ B1 sin

πat

l
+ T1s

u(t = 0) = φ(x) = ∑
n

φn cos
nπx

l
= A0 +

∞

∑
n=1

An cos
nπx

l

⇒An = φn =
2
l
∫

l

0

φ(x) cos
nπx

l
dx

A0 = φ0 =
1

l
∫

l

0
φ(x) dx



8.2.2. 冲量定理法

适⽤于⻬次边界条件和零初始条件。如果是⾮初始条件，⽤叠加定理解决。

8.3. ⾮⻬次的边界条件
⽅法⼀：利⽤叠加原理，⽤满⾜⾮⻬次边界条件的已知函数作为解的⼀部分。⻬次化。

以及

ut(t = 0) = ψ(x) = ∑
n

ψn cos
nπx

l
= B0 + (

Aω

π2a2

l2
− ω2

+ B1
πa

l
) cos

πx

l
+∑

n=2

nπa

l
Bn cos

nπx

l

B0 = ψ0 =
1

l
∫

l

0
ψ(ξ) dξ,

πa

l
B1 +

Aω

π2a2

l2
− ω2

= ψ1(x) =
2

l
∫

l

0
ψ(ξ) dξ,

Bn =
l

nπa
ψn =

2

nπa
∫

l

0
ψ(ξ) cos

nπξ

l
dξ

⎧⎪⎨⎪⎩utt − a2uxx = f(x, t),
u(x = 0) = 0,u(x = t) = 0
u(t = 0) = φ(x),ut(t = 0) = ψ(x)

例 1

如果设 u = v + w，其中 v|x=0 = μ(t), vx=l = ν(t) ，那么有

进⼀步地，如果 v 已知，则待求的 w 就是⻬次边界条件限定下的定解问题。最简单的，设

v(t) = μ(t) +
ν(t) − μ(t)

l
x

于是 w 的问题如下

⎧⎪⎨⎪⎩utt − a2uxx = f(x, t),
u(x = 0) = μ(t),u(x = t) = ν(t)
u(t = 0) = φ(x),ut(t = 0) = ψ(x)

w|x=0 = 0,
w|x=l = 0.

′′ ′′



讨论：当 f(x, t) = 0，⽅程是⻬次的，经过边界条件⻬次化，w = u − v 变成⾮⻬次⽅程，有时
候根据实际问题，可做特殊的⻬次化处理。

⎧⎪⎨⎪⎩wtt − a2wxx = (utt − a2uxx) − (vtt − a2vxx) = f(x, t) − μ′′(t) −
ν ′′(t) − μ′′(t)

l
x

= g(x, t)
w(x = 0) = w(x = l) = 0,

w(t = 0) = (u − v)|t=0 = φ(x) − μ(0) −
ν(0) − μ(0)

l
x = Φ(x)

w|t=0 = ut|t=0 − vt|t=0 = ψ(x) − μ′(0) −
ν ′(0) − μ′(0)

l
x = Ψ(x)

例 2 弦振动，⾮⻬次边界条件+⻬次⽅程

解: 设 u = v + w，那么由求 v 公式，得到

⽽ w 的求解此时变成了

⽅程⼜变成了⾮⻬次的。使问题变得复杂了。这促使我们重新寻找合适的 v，以使 w 的⽅程
变为⻬次⽅程。若假设

那么

{

这样X 的求解是本征值问题，得

X(x) =
A cos

ω

a
x

sin
ω

a
l

⎧⎪⎨⎪⎩utt − a2uxx = 0,
u(x = 0) = 0,u(x = l) = A sinωt,
u(t = 0) = ut(t = 0) = 0.

⎧⎪⎨⎪⎩v = −
A sinωt

l
x,

v(x = 0) = 0,
v(x = l) = A sinωt.

⎧
⎨⎩
wtt − a2wxx =

Aω2 sinωt

l
,

w|x=0 = w|x=l = 0.

⎧⎪⎨⎪⎩v = X(x) sinωt,
v(x = 0) = 0,
v(x = l) = A sinωt.

X(0) = 0,
X(l) = A.



8.4. Poisson ⽅程

9. ⼆阶常微分⽅程技术解法 本征值问题
9.1. 特殊函数常微分⽅程
9.1.1. Laplace ⽅程 ∇2u = 0

9.1.1.1. 球坐标系

直⻆坐标系中

∇2 =
∂

∂x2
+

∂

∂y2
+

∂

∂z2

在球坐标系中 u = u(r, θ,φ/α))

所以

v(x, t) =
A cos(ωa/x)

sin(ωl/a)
sinωt.

此时 w 的定解问题确实化为了⻬次⽅程、⻬次边界条件。

分离变数法求解

w(x, t) =
∞

∑
n=1

(An cos
nπat

l
+ Bn sin

nπat

l
) sin

nπ

l
x,

由初始条件

所以 u = v + w =. . .

⎧⎪⎨⎪⎩wtt − a2wxx = 0,
w|x=0 = w|x=l = 0,

w|t=0 = 0,wt|t=0 = −Aω
sin(ωx/a)

sin(ωl/a)

An = 0,

Bn =
2

nπa
∫

l

0
(−Aω)

sin(ωx/a)

sin(ωl/a)
sin

nπx

l
d(x),

= (−1)n
2Aω

al

1

ω2/a2 − n2π2l2
.



1

r2

∂

∂r
(r2 ∂u

∂r
) +

1

r2 sin θ
+

1

r2 sin2 θ

∂ 2u

∂ 2φ
= 0

然后分离变数，分离 θ,φ

u(r, θ,φ) = R(r) ⋅ Y(θ,φ)

代⼊⽅程，得

1

R

d

dr
(r2 dR

dr
) = −

1

Y sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂Y

∂θ
) −

1

Y

1

sin2 θ

∂ 2Y

∂φ2
= l(l + 1)

分解为两个⽅程：极径分量式，是Euler 型⽅程 （代换 r = et 化为⼆阶常系数常微分⽅程）和球
函数（Spherical function）⽅程

第⼀式的解为

R(r) = Crl + D
1

rl+1
.

第⼆式进⼀步分离变数 Y(θ,φ) = Θ(θ)Φ(φ) ，代⼊⽅程得

sin θ

Θ

d

dθ
(sin θ

dΘ

dθ
) + l(l + 1) sin2 θ = −

1

Φ

dΦ

dφ2
= λ

分解为两个⽅程

⽅位⻆分量式：由⾃然地周期条件，得到

λ = m2

本征函数

Φ(φ) = A cosmφ + B sinmφ

天顶⻆分量式：通常做代换 x = cos θ ，得到 l 阶 Associated Legendre ⽅程。

(1 − x2)
dΘ
dx

− 2x
dΘ
dx

+ [l(l + 1) −
m2

1 − x2
]Θ = 0

叫作 l 阶勒让德⽅程.
勒让德⽅程和连带勒让德⽅程往往隐含着在 x = ±1（即θ = 0,π)的“⾃

⎧⎪⎨⎪⎩r2 d2R

dr2
+ 2r

dR

dr
− l(l + 1) = 0,

1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂Y

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂ 2Y

∂φ2
+ l(l + 1)Y = 0

Φ′′ + λΦ′′ = 0,

sin θ
d

dθ
(sin θ

dΘ

dθ
) + [l(l + 1) sin2 θ − λ]Θ = 0



然边界条件”并构成本征值问题，决定了 l 只能取整数值.

9.1.1.2. 柱坐标系

Laplace 和 Hemhlotz ⽅程在球坐标系、柱坐标系下采⽤分离变数法求解——转化成求解特殊函
数的⼆阶微分⽅程的求解，包括 Legendre ⽅程（连带 Legendre ⽅程）、Bessel ⽅程（虚宗量
的 Bessel ⽅程），以及本征值的确定。

9.1.1.3. 直⻆坐标系

∇2u = 0或
∂ 2u

∂x2
+

∂ 2u

∂y2
+

∂ 2u

∂z2

设

u(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z)

代⼊⽅程得

其中，−k2
x 常数，由此得

如果存在 x 及 y 的⻬次边界条件，则可以确定本征值 k2
x, k2

y ，从⽽解得

或

ρSdx − Y Suxxdx = F(x, t),

⇒utt −
Y S

ρS
uxx =

F(x, t)

ρSdx
= f0 sin

ωt

ρS

YZ
d2X

dx
= −XZ

d2Y

dx
− XY

d2Z

dx

→
1

X

d2X

dx
= −

1

Y

d2Y

dx
−

1

Z

d2Z

dx
= −k2

x

X ′′ + k2
xX = 0,

Y ′′ + k2
yY = 0,

Z ′′ − (k2
x + k2

y)Z = 0

X(x) = {

Y (y) = { ,

Z(z) = {

A0 + B0x (kx = 0)
A cos kxx + B sin kxx (k2

x > 0)

C0 + D0y (ky = 0)

C cos kyy + D sin kyy (k2
y > 0)

E + Fz (kx = ky = 0)

Ee
√k2

x+k2
yz + Fe

−√k2
x+k2

yz (kx, ky 不同为零或不为零 )



Z(z) = {

⽅程的通解可表为

式中, A0,B0,C0,D0,E0,F0,A,B,C,D,E,F  均为待定常数。

9.2. 常点邻域上的级数解法
以上的线性⼆阶常微分⽅程⼀般表示为

很难解。

级数解法： 在某个指定点 x0 的邻域上，把待求的解表示为系数的待定级数，代⼊⽅程以逐个确
定系数。

扩展到复数域

不失⼀般性, 我们讨论复变函数 w(z) 的线性⼆阶常微分⽅程

其中 z 为复变数, z0 为选定的点, C0、C1 为复常数.

9.2.1. ⽅程的常点和奇点

如果⽅程的系数函数 p(z), q(z) 在 z0 的邻域中是解析的，则 z = z0 叫做⽅程的常点；反之，若是
其中⾄少⼀个系数函数的奇点，则称为⽅程的奇点。

9.2.2. 常点邻域上的级数解

定理： 若⽅程的系数函数是常点 z0 的邻域 |z − z0| < R 中的解析函数，则⽅程在这圆中存在唯
⼀的解析解 w(z) ，且满⾜初始条件 w (z0) = C0,w′ (z0) = C1 ，其中 C0,C1 是任意给定的复常
数，这解可表示为

w(z) =
∞

∑
k=0

ak(z − z0)k

E + Fz (kx = ky = 0)

E cosh(√k2
x + k2

yz)+ F sinh(√k2
x + k2

yz) (kx, ky 不同为零或不为零 )

u(x, y, z) =X(x)Y (y)Z(z)

=(A0 + B0x) (C0 + D0x) (E0 + F0x) + ∑
kx,ky

(A cos kxx + B sin kxx)×

(C cos kyy + D sin kyy) [E cosh(√k2
x + k2

yz) + F sinh(√k2
x + k2

yz)]

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

y(x0) = C0, y′(x0) = C1.

d2w

 dz2
+ p(z)

dw

 dz
+ q(z)w = 0,

w (z0) = C0,w′ (z0) = C1.



其中系数 a1, a2, ⋯ , ak, ⋯ 待定。

9.2.3. legendre ⽅程 ⾃然边界条件

9.2.3.1. Legendre ⽅程的（Taylor）级数解

连带 Legendre ⽅程：球坐标系下Laplace⽅程和 Hemholtz ⽅程中关于 Θ(θ)，当 m = 0 ，亦即
u(r, θ,φ) = u(r, θ) ，

(1 − x2)y′′ − 2xy + l(l + 1)y = 0

x = cos θ, θ ∈ (0,π),x ∈ (−1, 1).
即在对称点 x0 = 0 的邻域上求解 l 阶 Legendre ⽅程

y′′ −
2x

1 − x2
y′ +

l(l + 1)

1 − x2
y = 0

所以可以设

y(x) =
∞

∑
k=0

ak(x − x0)k

把其带⼊⽅程，并令系数等于 0，得到递推公式

所以 l 阶 Legendre ⽅程的解是

y(x) = a0y0(x) + a1y1(x)

其中 y0 是关于 x 的偶次幂 (x2k) 的⽆穷级数，y1 是关于 x 的奇次幂 (x2k+1)的⽆穷级数，分别由

递推公式化为⽤ a0 和 a1 的表达，这样只有两个独⽴的系数 a0, a1，由

确定。

还需要确定级数的收敛半径，代⼊递推公式，收敛半径

R = lim
n→∞

ak

ak+2
= 1,即x ∈ (−1, 1)

恰好是 x 的取值范围。

9.2.3.2. 级数解在 x = ±1 是否收敛

ak+2 =
(k2 + k − l(l + 1))

(k + 2)(k + 1)
ak

=
(k − l)(k + l + 1)

(k + 2)(k + 1)
ak

y(0) = C0,

y′(0) = C1.∣ ∣



在这两点级数发散。但是，实际物理问题中，常需要 u 在⼀切⽅向保持有限，相应地就要求
Legendre ⽅程在包含端点处保持有限，或者在端点处 x = ±1 也收敛。这⽭盾需要⽤截断级数为
多项式来解决，截断即是对 l 提出了限制。

9.2.3.3. 级数退为多项式

观察递推公式

ak+2 =
(k − l)(k + l + 1)

(k + 2)(k + 1)
ak

所以，Legendre ⽅程与⾃然边界条件构成本征值问题，本征值是

l(l + 1), l ∈ N ,

对于解y = a0y0(x) 或者 y1 = a1y1(x) ，取特殊的 a0 或者 a1 ,其解表示为

y = Cla0y0(x)或y = Dla1y1(x)

则 a0y0(x) 和 a1y1(x) 为两个特殊的多项式，成为 Legendre 多项式（Legendre 函数），记为
Pl(x) 或者 Pl(cosx) ，常⻅的 Pl(x) 是

P0(cos θ) = 1,P1(cos θ) = cos θ.

9.3. 正则奇点邻域上的级数解法

9.3.1. 奇点邻域上的级数解
w′′ + p(z)w′ + q(z)w = 0

奇点：p(z) 和/或 q(z) 在选定的点 z0 的邻域中是解析的，则点z0 是⽅程的常点。
常点：如果选定的点 z0 是 p(z) 或 q(z) 的奇点，则点 z0 叫做⽅程的奇点。
如果选定的点 z0 是⽅程的奇点，则解也以 z0 为奇点，在点 z0 邻域上的展开式含有负幂次项，是

如果 l = 2m， 则当 k = 2m, a2m+2 = 0 且后⾯所有项均变为 0.此时选 a1 = 0 。则⽆穷级数
退化为

y(x) = a0y0(x)

如果 l = 2m + 1， 则当 k = 2m, a2m+2 = 0 且后⾯所有项均变为 0. 此时选 a1 = 0 。则⽆穷
级数退化为

y(x) = a1y1(x)

综上，只要限定 l =正整数，⼀定可以在 |x| ⩽ 1 上找到有限解。如此，“y(x) 在各个⽅向、
在 |x| ⩽ 1 上均存在有限解” 的要求成为对 l 的限定条件

⾃然边界条件 : l只能是0或者正整数.



Laurent 级数。
定理

9.3.2. 正则奇点邻域上的级数解

如果在⽅程的奇点 z0 的邻域上，两个线性独⽴解全都具有有限个负幂项，则奇点 z0 成为⽅程的
正则奇点。

Fuchs 定理

Bessel ⽅程为什么不退化成多项式？因为收敛半径是 R = ∞ 。

第九章基本不考，只靠⼀个选择题，把关键的定义、分类记住即可。

若z0是⽅程的奇点，则在邻域0 < |z − z0| < R上，

⽅程存在两个线性独⽴的解，形式为

w1(z) =
w2(z) =


